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}{با شرط  Xتوابع توزيع و چگالي شرطي -۲ bXa   .ابيدبي xfX)(و چگالي xFX)(را بر حسب توابع توزيع >≥
  

aاي به شعاع طور تصادفي از درون دايره اي به نقطه -۳ تابع چگالي احتمال طول وتر گذرا از اين نقطه که بر شعاع . شود انتخاب مي 
  .متوسط و واريانس اين طول را محاسبه کنيد. دست آوريد گذرنده از آن نقطه عمود است، را به

  

اي کاملاً تصادفي و مستقل  اتومبيلي در لحظه. شود مدت نيم دقيقه قرمز مي مدت يک دقيقه سبز و به راهي بهچراغ راهنمايي چهار -۴
و همچنين متوسط و واريانس زمان انتظار ) cf(و مشخصه  )cdf(و توزيع ) pdf(توابع چگالي . از کار چراغ به چهارراه رسيده است

  .دست آوريد را براي اين اتومبيل به
  

~),(يک متغير تصادفي نرمالXير تصادفيمتغ -۵ 2σmNX متغير تصادفي. استY با متغير تصادفيX رابطةXeY را  =
  .دارد
2σو mرا بر حسب Yمتوسط و واريانس) الف   .دست آوريد به 
  .دست آوريد را به Yتابع چگالي احتمال) ب

  

ثابت کنيد اگر . هستندXمتغير تصادفي و تابع چگالي احتمال تابع توزيع تجمعيترتيب  به، xfX)(و تابعxFX)(تابع پيوستة - ۶
~)1,0(؛و يک باشد داراي توزيع يکنواخت بين صفر Uمتغير تصادفي UU1)( متغير تصادفي ،  آنگاه UFY X

داراي همان  =−
~)(: است، يعني Xتوزيع احتمال متغير تصادفي yfY X.  

  

. استpکه يک تصادف منجر به فوت شود،  احتمال آن. است aتعداد تصادفات روزانه در يک شهر، داراي توزيع پواسون با متوسط -۷
  .را بيابيد روزانهمنجر به فوت  اتتصادفاحتمال تعداد توزيع 

  

 
  . صورت مقابل است داراي تابع چگالي احتمالي به Xمتغير تصادفي -۸
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و با جرم  Vيک متغير تصادفي باينري مستقل از X∋}1,0{و  −]1,1[يک متغير تصادفي يکنواخت در بازة Vفرض کنيد -۹
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  . کنيم تعريف مي
]E) الف ]Ym Y= را بيابيد.  
)|(چگالي احتمال شرطي ) ب xyfY 1ي ازا را به=x  0و=x دست آوريد به.  
  .را پيدا کنيد Yتابع توزيع و تابع چگالي احتمال) پ
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,~)0,(فرض کنيد -۱۱ 2σNYX و دو متغير،مستقل از هم هستند.  

22تصادفي تابع چگالي احتمال متغيرهاي) الف YXR Arctanو  =+ Y
X

θ   .اند مستقل θو Rو نشان دهيد را بيابيد =
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∑ثابت کنيد اگربا استفاده از نامساوی چرنف  -۱۲
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,21هاي تصادفي متغير -۱۳ XX  مستقل از هم و داراي توزيع),( 2σµNتوزيع متغير تصادفي. هستندY  يکنواخت و در بازة
)],max(),,[min( 2121 XXXX ميانگين و واريانس. استY را بيابيد.  

  

  .هستند ρيو ضريب همبستگ 2σهاي هاي صفر و واريانس دو متغير تصادفي تواماً نرمال با متوسط YوXفرض کنيد -۱۴

YXUثابت کنيد متغيرهاي تصادفي) الف YXVو  ∆=−   .مستقل از هم هستند ∆=+
3مقدار ) ب 3E[ | ]X Y X Y−   .را بيابيد −

  

ZYXاگر  -۱۵ ]Eباشند، مقدار U)2,0(متغيرهاي تصادفي مستقل با تابع توزيع يکنواخت  ,, | min( , , )]X X Y Z را بيابيد.  
  

nnAهاي ماتريس درايه -۱۶ )0,(مستقل از هم داراي توزيع نرمال× 2σN مقدار متوسط و واريانس متغير تصادفي. هستند)det(A 
  چقدر است؟

  

nXXXتصادفي  متغيرهاي اگر -۱۷ ,...,, ~)1,0(يکنواخت بين صفر و يک باشند،  مستقل از هم و هريک داراي توزيع 21 UXi، 

متغير تصادفي گاه تابع چگالي احتمال آن
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 تابع چگالي احتمال توام با  YوXدو متغير تصادفي -۱۸
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  .    را در نظر بگيريد 

  .دست آوريد را به Yو Xتابع چگالي احتمال شرطي و کناري) الف
  .دست آوريد را به Yو Xمبستگي بينو همچنين ضريب ه Yو واريانس Xواريانس) ب
  چيست و متوسط مربع خطاي آن چقدر است؟ Yبدون اطلاع از Xبهترين تخمين) پ
  کدام است و متوسط مربع خطاي چنين تخميني چقدر است؟ Yبر حسب Xبهترين تخمين) ت
  .و همچنين متوسط مربع خطاي آن را حساب کنيد Yاي خطي بر حسب بصورت رابطه Xبهترين تخمين) ث

  

فرم   اي به را با رابطه Yمقدار 2Xو 1Xخواهيم با مشاهدة مي. مفروض هستند Yو 1X ،2Xسه متغير تصادفي -۱۹

2211
ˆ XaXaY )]Eˆ2که  تخمين بزنيم بطوري =+ ) ]p Y Y= و همچنين مينيمم خطا  1a،2aمقادير . حداقل شود −

minp 1هاي را بر حسب ممانX ،2XوY دست آوريد به.  
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  . در جدول زير آمده است Zو X،Yتوزيع احتمال توام سه متغير تصادفي باينري -۲۰
  

1 1 1 1 0 0 0 0 x 
1 1 0 0 1 1 0 0 y 
1 0 1 0 1 0 1 0 z 

0.375 0 0.025 0.100 0.075 0.300 0.125 0 },,Pr{ zZyYxX ===  

  ستند؟مستقل ه YوXآيا ) الف
  مستقل هستند؟ YوZآيا )  ب
  مستقل هستند؟ ZوXآيا )  پ
|0هاي تصادفي شرطي توزيع احتمال متغير) ت =ZX  0و| =ZY ها اظهارنظر کنيد استقلال آن دست آوريد و در مورد را به.  

  

۲۱- pdf توامX،Y وZ صورت مقابل است به           :
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  .را تعيين کنيدXZρو  XYρ ،YZρضرايب همبستگي) الف
),,|1(چگالي احتمال شرطي ) ب >+ ZYzyxfXYZ را پيدا کنيد.  
)|1(چگالي احتمال شرطي ) پ >+ ZYxfX دست آوريد را به.  

  

2(     :  صورت مقابل است به Zو X،Yتوام pdfفرض کنيد  -۲۲
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  تواماً نرمال هستند؟ Zو X،Yآيا ) الف
TZYXبردار کواريانسمتوسط و ماتريس ) ب   .را بنويسيد ],,[
TZXتابع چگالي احتمال کناري بردار) پ   .را پيدا کنيد ],[

  

nXXXمتغيرهاي تصادفيهر يک از  -۲۳ ,...,, ),(داراي توزيع نرمال 21 2σmN ها  دوي آن هستند و ضريب همبستگي بين دوبه
),( اي دوجملهنيز يک متغير تصادفي  Yمتغير تصادفي. است ρبرابر با pnB و مستقل ازiXمجموع تعداد تصادفي از . ها است
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  .دست آوريد را بهSمقدار متوسط و واريانس) الف
  .را بيابيدSباشد، تابع مشخصة متغير تصادفي ρ=0اگر) ب

  

]1Eهاي  پواسن با متوسط مستقل سه متغير تصادفي تواماً 3Xو1X ،2Xفرض کنيد -۲۴ ] 1X =،2E[ ] 2X ]3Eو= ] 3X = 
  :کنيم را تعريف مي زيرها سه متغير تصادفي  بر حسب آن. هستند
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1ماتريس همبستگي بردار) الف 2 3[ , , ]TX X X=Xرا بنويسيد.  
1ماتريس کواريانس بردار) ب 2 3[ , , ]TY Y Y=Y را بنويسيد.  
31يعني  Yتابع مولد احتمال بردار) پ 2

1 2 3( ) E[ ]YY Y
Y z z zΓ = ⋅ ⋅z را پيدا کنيد.  

}3{احتمال پيشامد ) ت 321 === YYY چقدر است؟  



  سعيد نادر اصفهاني                                                                                               مسائل سري اول -فرآيندهاي اتفاقي
  

 4

nXXXفرض کنيد متغيرهاي تصادفي -۲۵ ,...,, ]Eتواماً مستقل هستند و متوسط و واريانس هر يک نيز 21 ]i im X=  و
2 Var( )i iXσ   :کنيم صورت زير تعريف مي را به  Y ها بردار در رابطه با آن. معلوم است =
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121مشروط به معلوم بودن  nYمتوسط شرطي) الف ,...,, −nYYY را پيدا کنيد.  
121مشروط به معلوم بودن  nYواريانس شرطي ) ب ,...,, −nYYY را پيدا کنيد.  
)()(ها را معلوم فرض کنيد،iXتابع چگالي احتمال) پ iiiX xfxf

i
  را بر حسب توابع Y ، و تابع چگالي احتمال بردار=

)(,...,)(,)( 21 ⋅⋅⋅ nfff دست آوريد به.  
  

nXXXفيفرض کنيد متغيرهاي تصاد -۲۶ ,...,,   :، مثلاً )iid(مستقل از يکديگر بوده و توزيع يکساني داشته باشند 21
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  .بيان کنيد F⋅)(يا /و f⋅)(تابع چگالي احتمال هر يک از متغيرهاي تصادفي زير را بر حسب توابع 
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۲۷- n متغير تصادفيnXXX ,...,, در هر نقطه از فضاي . هاي احتمال مشابه و معلوم در نظر بگيريد مستقل از هم و با تابع 21
ها را به متغير  ترين آن کنيم و بزرگ کنند را از بزرگ به کوچک مرتب مي تصادفي اختيار مينمونه مقاديري را که اين متغيرهاي 

تمال تابع چگالي اح. دهيم نسبت مي nZها را به متغير تصادفي ترين آن و کوچک... و  2Zو دومي را به متغير تصادفي 1Zتصادفي
k،امين متغير تصادفيkZو همچنين تابع چگالي احتمال ،nZZZ −=   .دست آوريد را به 1

  

  :م زير را در نظر بگيريدهاي مرتبه اول و دو با ممان 3Xو1X،2Xسه متغير تصادفي -۲۸
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  .دست آوريد ثابت کنيد بين اين سه متغير يک رابطة خطي برقرار است و اين رابطه را نيز به
  

تعيين . ددرنظر بگيريد و در فضاي فوق اندازة احتمال را نيز يکنواخت فرض کني Ω=]1,0[صورت بازة بستة  اي به فضاي نمونه -۲۹
هاي تصادفي تعريف شده روي فضاي فوق به چه مفهومي متقارب هستند و به چه مفهومي  کنيد در هر يک از موارد زير رشته
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